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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Пусть (П, ;f, >.) - пространство с вероятност­
ной мерой, на котором в случае рассмотрения дискретного типа време­
ни определён эндоморфизм Т, а в случае непрерывного - полупоток 
{Tt}teR+· Для f Е Li(П), U.J Е П введём эргодические средине: 
t 
1 t-1 1 ! 
Atf(r.1) = t L f(TlcU.J) , t Е N и Atf (w) = t J('Г w) dт , t Е JR+ 
lc=O о 
для случаев дискретного и непрерьшного параметра времени t соответ­
ственно. 
Через Иj. обозначим изометрический оператор, действующий в гиль­
бертовом пространстве L2(П) ПО формуле Uj.f = f о тt. Выражение 
Ьtf = (U}f, !) в случае дискретного параметра времени t определяет 
корреляционные коэффициенты, а в случае непрерывного - корреля­
ционную функцию. Через о! будем обозначать соответствующую спек­
тральную меру, отвечающую/. 
В случае f Е L1 (П) индивидуальная теорема Биркгофа утверждает 
существование >.-п.в. предела: 
j*(U.J) = lim Atf(w), 
t-'CX> 
и равенство J J(w) d>.(w) = J j*(U.J) d>.(w). Статистическая эргодическая 
n n 
теорема фон Неймана гарантирует в случае f Е L2(!1) существование 
того же предела lim Atf в смысле нормы пространства L2(!1), причём 
t-+OO 
этот предел >.-о.в. равен J*. 
Скорость сходимости будем измерять для эргодической теоремы фон 
Неймана как скорость сходимости к нулю при t -+ оо числовых вели­
чин llAtf - f* 11~. для эргодической теоремы Биркгофа - как скорость 
сходимости к нулю числовых величин PtE = >. {sup \A"f - J• I ~ Е}, по-
"~t 
скольку сходимость для любого Е > О при t -+ оо величины PtE к нулю 
эквивалентна сходимости п.в. Atf к j•. 
Известно1 , что впервые вопрос о скоростях сходимости в эргодиче­
ских теоремах рассматривался Дж. фон Нейманом2 в 1932 г. Было за­
мечено, что оригинальное доказательство статистической эргодической 
1 Качуровский А. Г. Скорости сходимости в эргодических теоремах // УМН. 1996. 
Т. 51, Nt 4. С. 73-124. 
2 Neumann, J. von. Physica.I applications of the ergodic hypothesis // Proc. Nat. Acad. 
Sci. USA. 1932. V. 18, N 3. Р. 263-266. 
з 
теоремы даёт возможность «численно оценить скорость сходимости», в 
то время как из доказательства Дж. Биркгофа индивид,уальной эрго­
дической теоремы подобная информация не извлекается. 
В 1975 г. В. Ф. Гапошкин показал3 , что скорость сходимости в теоре­
ме фон Неймана с дискретным временем, за исключением тривиального 
случая f - f* =Оп.в., не может быть быстрее квадратичной, в тоже 
время квадратическая скорость достигается только4 на когомологич­
ных нулю функциях f - Г, т.е. функциях внда f - f* = g о Т - g, 
где g Е L2(П). Несмотря на ограниченность диапазона скоростей схо­
димости в эргодической теореме фон Неймана, специалистам хорошо 
известно5 , что «невозможно получить сколько-нибудь общие, т.е. зави­
сящие только от усредняемой функции f, оценки этих скоростей». Пер­
вые примеры в этом направлении были построены во второй половине 
1970-х годов Г. Халашем и У. Кренгелем. 
Это привело к необходимости получения оценок зависящих от пар 
(!, Т) при разумных постановках вопроса. В 1970-1980 гг. В.В. Пет­
ров и В.Ф. Гапошкин оценивали асимптотику IAnf - ГI по скорости 
убывания корреляционных коэффициентов { Ьn (! - f*)} ~=l, а также по 
тесно с ней связанной скорости убывания llAnf - Г 11~· Впоследствии 
у В.Ф. Гапошкина6 оценки В.В. Петрова приобрели законченный вид: 
была оценена асимптотика IAnf- f*I для пар(!, Т), удовлетворяющих 
условию Ьn(f-f*) = O(n-o:(lnn)-.б(lnlnn)--Y), а также для пар (!,Т), 
удовлетворяющих условию llAnf-/*11~ = O(n-o:(lnn)-.б(lnlnn)--Y). От­
метим также, что в начале 1960-х В.П. Леоновым приводились оценки 7 
с точностью o(n-2 ) скорости сходимости в теореме фон Неймана для 
00 
пар(!, Т}, удовлетворяющих условию L: lkbk(f - Г)I < оо. 
k=-oo 
В 1996 г. А.Г. Качуровским5 при f Е L2 (n) были получены оценки 
скоростей сходимости в эргодической теореме фон Неймана с дискрет­
ным временем по следующим характеристикам пары(!, Т): особенности 
в нуле спектральной меры а1-1· элемента f - f* относительно соот-
згапошкин В. Ф. Сходимость рядов, связанных со стационарными последователь­
ностями // Изв. АН СССР. Сер. матем. 1975. Т. 39, Nt 6. С. 1366-1392. 
4 Browder F. On the iteration of traпsformations in noncompact minimal dynamical 
systems // Proc. Amer. Math. Soc. 1958. V. 9, N 5. Р. 773-780. 
5 Качуровский А. Г. Скорости сходимости в эргодических теоремах// УМН. 1996. 
т. 51, No 4. с. 73-124. 
6 Гапошкин В. Ф. О зависимости скорости в усиленном законе больших чисел для 
стационарных процессов от скорости убывания корреляционной функции // ТВП. 
1981. т. 26, № 4. с. 720-733. 
7 Леонов В.П. О дисперсии временных средних стационарного случайного процес­
са// ТВП. 1961. Т. 6, № 1. С. 93-101. 
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ветствующей динамической системы, корреляционным коэффициентам 
{Ьn(! - /*)}~=1 , а в случае оценки скорости сходимости в эргодиче­
ской теореме Биркгофа, помимо упомянутых характеристик, ещё и по 
последовательности {llAnf- /*II0~=1 , измеряющей скорость сходимо­
сти в эргодической теореме фон Неймана. Таким образом, информацию 
о скоростях сходимости в эргодических теоремах удаётся извлекать из 
свойст:в меры UJ-J• (например, из её концентрации в окрестности нуля) 
и свойств её коэффициентов Фурье, т.е. корреляционных коэффициен­
тов (например, по скорости их убывания к нулю). 
От:метим, что все обсуждавшиеся до этого результаты по скоростям 
сходимости в эргодических теоремах фон Неймана и Биркгофа были до­
казаны только в тер~mнах "О" и "о" и носили :характер указания связей 
между скоростями (измеряемыми как "О" и "о" от функций, выбран­
ных из каких-либо соображений удобства) стремления к нулю различ­
ных характеристик динамических систем (Ьt(! - !"), Р{, llAe/ - /*11~ 
и др.). В силу одного из эквивалентных определений символа Э. Лан­
дау "0", оценка Ф(t) = O(i.p(t)) равносильна выполнению неравенства 
IФ(t)I ::5 Ali.p(t)I с некоторой положительной константой А при соответ­
ствующих смыслу исследуемой задачи ограничениях на t. Тогда рас­
смотренные ранее результаты гарантируют наличие функциональных 
связей между константами (возникающими из упомянутого определе­
ния символа "О") оценок скоростей сходимости в эргодических теоре­
мах, а также константами оценок скорости стремления к нулю приня­
тых к рассмотрению параметров динамических систем, ответственных 
за скорости сходимости. 
Цель работы. Диссертация посвящена нахождению разумных 
функциональных связей между теми или иными константами оценок, 
возникших у предшественников автора при исследовании скоростей схо­
димости в эргодических теоремах фон Неймана и Биркгофа. сРазум­
носты· здесь понимается в том смысле, чтобы можно было удовлетво­
рить естественным образом возникающую потребность в переходе от 
асимптотических оценок к алгебраическим для получения возможно­
сти численной оценки скорости сходимости в эргодических теоремах. 
Получение неравенств, позволяющих численно оценить скорости схо­
димости - ещё одна цель этой работы. 
Научная новизна. Полученные в диссертации новые результаты 
можно разделить на следующие группы: 
1) В случае динамических систем с дискретным временем в спек­
тральном критерии Качуровского степенной скорости сходимости в эр-
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годической теореме фон Неймана были найдены две функциональные 
связи (число связей для анализа равно числу импликаций в формули­
ровках первоначальных теорем предшественников в терминах "О" или 
"о") между соответствующими константами, возникmи!'.m из определе­
ния "О", причём было показано, что одна из этих связей не улучшаема. 
Тем самым критерий Качуровского был уточнён в сторону перехода от 
"О" и "о" к алгебраическим неравенствам, одно из которых в общем 
случае не улучшаемо. Также было доказано, что эти функциональные 
связи констант носят абсолютный характер, в том смысле, что явным 
образом не зависят от функции f, по которой производится усредне­
ние. Был разобран и общий (не обязательно степенной) случай: получе­
но двойное неравенство, связывающее llAn/ - J* 11~ и поведение в нуле 
меры 01-1·· 
2) Получены уточняющие результаты В.П. Леонова неравенства, 
связывающие llAn/ - J*ll~ и {bn(/ - /")}~=l при различных предпо­
ложениях относительно { Ьn (! - f *)} ~=l. Эти соотношения позволяют 
оценивать скорость сходимости в теореме фон Неймана с дискретным 
временем при наличии информации о корреляционных коэффициентах. 
Применение полученных соотношений в важных для потенциальных 
приложений частных случаях степенного и экспоненциального убыва­
ния корреляций позволило получить численные оценки скорости сходи­
мости в статистической теореме. 
3) Для случаев дискретного и непрерывного времени получены нера­
венства, связывающие соответствующие константы оценок скорости 
сходимости в эргодических теоремах, которые позволили оценить ско­
рость сходимости в эргодической теореме Биркгофа по известной скоро­
сти сходимости в эргодической теореме фон Неймана. Эти неравенства 
являются уточнением соответствующих результатов В.Ф. Гапошкина, 
в направлении перехода от "О" и "о" к неравенствам с конкретными 
константами, с дальнейшим их переносом на случай непрерывного вре­
мени. Это позволило в совокупности с результатами из предыдущих 
глав указать путь получения численных оценок скорости сходимости в 
индивидуальной теореме при наличии знаний о поведении корреляций 
bt(J - /*) или характере поведения в нуле меры GJ-J·· Все основные 
результаты диссертации имеют очевидные точные аналоги для стацио­
нарных в широком смысле стохастических процессов. 
Методы исследования. В работе используются методы эргодиче­
ской теории, теории меры, гармонического анализа, теории стохастиче­
ских процессов, а также общих разделов функционального анализа. 
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Теоретическая и практическая ценность. Предлагаемая рабо­
та нос:ит теоретический характер. Полученные результаты могут найти 
применение в эргодической теории и смежных областях знания. 
Апробация. Результаты диссертации докладывались: 
- на Межд,ународной конференции •Современные проблемы анали­
за и геометрии• в Институте математики им. С. Л. Соболева СО РАН 
(сентябрь 2009 г.); 
- на XLVIII Международной научной студенческой конференции 
•Студент и научно-технический прогресс• в Новосибирском государ­
ственном университете (апрель 2010 г.); 
- на Международной конференции по эргодической теории в Уни­
верситете Северной Каролины в г. Чапел-Хилл, США (март 2011 г.); 
- на семинаре •динамические системы и эргодическая теория• под 
руководством Д. В. Аносова и А. М. Стёпина в Московском государ­
ственном университете им. М. В. Ломоносова (апрель 2011 г.); 
- на cet.mнape •Теория вероятностей и эргодическая теория• под 
руководством Б. М. Гуревича и В. И. Оселедца в Московском государ­
ственном университете им. М. В. Ломоносова, в рамках Межд,ународ­
ной научной конференции студентов, аспирантов и молодых учёных 
•Ломоносов-2011• (апрель 2011 г.); 
- на Международной школе-конференции по геометрии и анализу 
в Кемеровском государственном университете (июнь 2011 г.); 
- на се11ошнаре •Геометрия, топология и их приложения• под руко­
водством И. А. Тайманова в Институте математики им. С. Л. Соболева 
СО РАН (ноябрь 2011 г.); 
- на семинаре отдела анализа и геометрии под руководством 
Ю.Г. Решетняка в Институте математики им. С.Л. Соболева СО РАН 
(декабрь 2011 г.). 
За результаты, вошедшие в диссертационную работу, автору бы­
ли присуждены: стипендия имени член-корреспондента А. А. Ляпунова 
(2009 г.), диплом первой степени XLVIII Международной научной сту­
денческой конференции •Студент и научно-технический прогресс• (Но­
восибирский государственный университет, 2010 г.), стипендия имени 
академика О. А. Ладыженской (2011 г.), грамота за представление луч­
шего доклада на XVIII Международной конференции студентов, аспи­
рантов и молодых учёных «Ломоносов• (Московский государственный 
университет им. М.В. Ломоносова, 2011 г.), а также диплом Лаврен­
тьевского конкурса студенческих и аспирантских работ по математике 
и механике (2011 г.). 
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Публикации. Имеются семь публикаций автора по теме диссерта­
ции: [1)-[7], из них четыре - в соавторстве с А. Г. Качуровским: (3)-[4] 
и [6]-[7). Вклад авторов в упомянутых четырёх работах равноценен и 
не делим. 
Структура и объем диссертации. Структурно работа состоит 
из введения, четырёх глав и списка литературы. Каждая из глав раз­
бита на разделы. Каждый из разделов при необходимости делится на 
пункты. Нумерация теорем, лемм и замечаний сквозная. Нумерация 
формул также сквозная, и нумеруются только формулы, которые счи­
таются наиболее важными и на которые в дальнейшем в тексте есть 
ссьmка. 
Объем работы - 64 страницы; библиография - 42 наименования. 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во Введении обсуждается проблематика, приводятся необходимые 
для дальнейшего определения и даётся краткий обзор результатов, по­
лученных в диссертации. 
Глава 1. Численные оценки скорости сходимости в теореме 
фон Неймана при наличии информации о спектральной мере 
Скорость сходимости в эргодической теореме фон Неймана не может 
быть произвольной: соотношение llAtf - J*ll~ = о(Г2 ) при t-+ оо мо­
жет иметь место лишь при f - f* = О Л-п.в. В случае дискретного 
времени это было доказано В.Ф. Гапошкиным8 в 1975 г. В случае непре­
рывного времени доказательство можно провести похожим на дискрет­
ный случай способом9 . Таким образом, степенной скорости сходимости 
с показателем степени а > 2 не бывает, за исключением упомянутого 
вырожденного случая f - f* = О Л-п.в. 
Рассмотрим подробнее то, что известно об оставшемся диапазоне 
а Е [О, 2]. Для а Е [О, 2) выполнен критерий А.Г. Качуровского, т.е. 
эквивалентность соотношения llAtf- f*ll~ = O(t-°') при t-+ оо соотно­
шению и!-1· ( -б, б] = О ( б°') при б -+ О. Для а = 2 эта эквивалентность 
не имеет места для обоих типов времени. 
8Гапоmкин В. Ф. Сходимость рядов, связанных со стационарными последователь­
ностями // Изв. АН СССР. Сер. матем. 1975. Т. 39, No 6. С. 1366-1392. 
9 Джулай Н. А., Качуровский А. Г. Константы оценок скорости сходимости в эр­
годической теореме фон Неймана с непрерывным временем / / Сиб. матем. журн. 
2011. т. 52, Nt 5. с. 1039-1052. 
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Сосредоточимся дмее на случае дискретного времени. Следующая 
ниже теорема показывает зависимость между скоростью сходимости в 
теореме фон Неймана с дискретным временем и поведением в нуле меры 
(j !- J•. 
Теорема 4 (14J). Положим sk = UJ-J•(-'f, н Uk = sk - sk+l = 
а1-1·{ (-f;- k~il U (k~l; fl}. Тогда для всех наттюльнь~х n справед­
ливо двойное неравенство: 
Оrметим, что похожие неравенства, с другими константами, исполь­
зовмись ранее в работах В.Ф. Гапошкина10 . В случае непрерывного 
времени справедливо анмогичное утверждение, доказанное в 2011 г. 
Н.А. Джулаем и А.Г. Качуровским11 . 
Если в критерии А.Г. Качуровского воспользоваться одним из опре­
делений символа "О", то получим эквивментность существования двух 
констант А и В, для которых одновременно справедливы неравенства: 
1) (\fб Е [О, 7ГJ}: а 1-1· (-с5, с5) $ AcSQ; 
2) (\fn Е N): llAnf - /*11~ $ Bn-a. 
Естественным образом возникает вопрос о характере функционмь­
ной связи между константами А и В, т.е. о характере зависимостей 
А= А(В) и В= В(А). То, что такие зависимости существуют, следует 
из упоминавшейся эквивментности существования констант А и В в 
силу критерия А.Г. Качуровского. 
Следующая ниже теорема в случае дискретного времени предъяв­
ляет в явной форме зависимости А= А(В) и В = В(А), оказывающие­
ся достаточно •разумными•, причём представленная в теореме зависи­
мость А= А(В), оказывается в определённом смысле не улучшаемой­
в общем случае, при фиксированной константе В, константу А= А(В) 
нельзя уменьшить. Данную теорему можно рассматривать как уточне­
ние критерия А.Г. Качуровского в направлении перехода от "О" и "о" к 
мгебраическим неравенствам. Никакие ограничения на спектральные 
меры (абсолютная непрерывность и т.п.} здесь не накладываются. 
Теорема 6 ([4J). Пусть а Е [О, 2). Тогда: 
10Гапоmкин В. Ф. О скорости убывания вероятностей Е-укпонений средних стаци­
онарных прuцессов // Матем. заметки. 1998. Т. 64, N• 3. С. 366-372. 
11 Джулай Н. А., Качуровский А. Г. Константы оценок скорости сходимости в эр­
годической теореме фон Неймана с непрерывным временем // Снб. матем. журн. 
2011. Т. 52, N• 5. С. 1039-1052. 
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1. Если спектральная мера а1_1• имеет степенную особенность в 
нуле, m.e. если для некоторой положительной константы А nри всех 
15 Е (О, '11"] въ~nолняется неравенство а 1-1· (-15, 15J :5 л15а, то скорость 
сходи.мости эргоди:ческuх средних Anf - степенная с тем же nО'Каза­
телем степени, т.е. для всех n 
при а Е [О, 1): llAn/- /*11~ < А11'а ( 2~an-a + 12ап-l-а_ 
( 2 + 1 2) -2 -2-а) < А а ( 2 -а+ 1 -1-а) . - - - - n - n 11' -n -n 2-о 1-а 2-а 1-а ' 
при а= 1: llAn/- /*11~ < А11' (2n-1 + ~ - п-3 ) < A7r(2n- 1 + ~); 
при а Е (1, 2): llAn/ - /" 11~ < А11'а ( 2~а п-а + ( 4 - 2~а + a_:l) п-2-
- (2 + _1_) п-1-а _ п-2-а) < А11'а (-2-n-a + (4 __ 2_ + _l_)n-2). 
а-1 2-о 2-а а-1 
2. Если скорость сходимости эргоди-ческuх средних Anf - степен­
ная, т.е. если для некоторой положительной константы В при всех 
натуральнъ~х n выполняется неравенство llAnf - /"11~ :5 вп-а, то 
спектральная мера а 1-1· имеет степенную особенность в нуле {с тем 
же показателем степени}, т.е. для любого 15 Е (О, 7r] 
а -"-В, О< а< 1 
{ 
2-D 
и 1-1· (-15, 15] :5 С15 , где С = "24-" -
23_" В, 1 $О: < 2 
nри-чём константа С неулу-чшаема в том смысле, -что её нельзя 
уменьшить. 
Как известно, в случае абсолютной непрерывности меры и 1-1· с 
непрерывной в точке О плотностью р, справедливо асимптотическое со­
отношение 
llAn/-/*11~ = llAn(/- /*)11~ = DAn(f-f*) = 2np(O)n- 1 +o(n-1 ). (1) 
Как очевидное следствие теоремы 6, получаем следующий аналог этого 
утверждения. 
Замечание 1. Если мера а1-1· абсолютно непрерывна с плотно­
стью р Е Loo(-7r,7r], то llAn/ - /*11~ < 211'11Plloo(2n- 1 +~)для любого 
натурального n. 
Глава 2. Численные оценки скорости сходимости в теореме 
фон Неймана при наличии информации о корреляциях 
Как уже подРобно обсуждалось в предыдущей главе, скорость сходи­
мости в эргодической теореме фон Неймана полностью определяется 
поведением меры и 1-1· в окрестности нуля, а так как определение этой 
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меры вводится через корреляционные коэффициенты {Ьn(! - /*)}~=О 
(для случая дискретного времени) или через корреляционную функцию 
bt(f - j*) (в случае непрерывного времени), то не вызывает удивления 
факт возможности получения оценок скорости сходимости в зависимо­
сти от рассматриваемого типа времени через корреляционные коэффи­
циенты {Ьn(! - f*)}~=O или корреляционную функцию Ьt(! - f*). 
Отметим, что в этой главе для получения оценок llAnf - f* 11~ скоро­
сти сходимости в теореме фон Неймана с дискретным временем будет 
использоваться формула, явно выражающая l\Anf - f* 11~ через после­
довательность { Ьn (! - Г)} ~=О: 
llAnf - f*ll~ = ~ L (n - lkl)bk(f - f*). 
n lkl<n 
Следующая ниже теорема даёт либо оценки для l\Anf - f*I\~, либо 
даже тождества, оценивающие или выражающие llAnf - f* 11~ через всю 
совокупность {bk(f - f*)}f=o корреляционных коэффициентов при тех 
или иных предположениях о свойствах: этих коэффициентов, уточняя 
тем самым ряд теорем предшественников соискателя. 
Теорема 8 ([4J). Справедливы следующие утверждения: 
n-1 
1. llAnf- !*11~ ~ ~l\f- !*11~ + ~ L: IЬk(f- f*)I. 
k=l 
2. Если {bk(f - !*) }k:,0 Е lp д.л.я некоторого р Е [1, +ooJ, то 
llAnf- f*ll~ ~ 2ll{bk(f- f*)}llvn-;. 
+оо 
9. Если ряд L bk (! - !*) сходится абсолютно, то мера а 1-1· аб-
k=-оо 
солютно непрерывна с непрерывноii (неотриv,ателъной) плотностью 
+оо р; при этом р(х) = 2~ L bk(f - f*)e•kx д.л.я всех х Е (-7Г, 7Г], и, сле-
k=-оо 
+оо 
дователъно, L bk(f - f*) = 21Гр(О). Справедливо асимптоти-ческое 
k=-oo 
соотношение (1), при-чём для любого натурального n 
+оо 
4. Если, более того, ряд L kbk(f - !*) сходится абсолютно, 
k=-oo 
то, более того, плотность р меры а 1-1· непрерывно дифференv,иру-
11 
+оо 
ема; npu этом р'(х) = 2~ Е ikbk(f - f")eikz для всех х Е (-11', 11'], 
k=-oo 
+оо 
u, слеоователъно, Е lklbk(f - /") = 27r(p')c(O), где (р')с(х) = 
k=-oo 
+оо 2~ Е lklbk(!- f*)eikz - соnр.яжённа.я фун'КV,UЯ к р'(х) . Сnраведлuво 
k=-e>o 
acuмnmomuчecкoe соотношенuе 
npuч&.w дм любого натурального n 
Замечание 4. Отметим, что В.П. Леоновым выписано12 интеграль­
ное представление 
+оо .,,. ~ lklbk(f - /") = - J р(х) + р( ~х) - 2р(О) dx 
L.J 4sш2 ~ 
k=-oo _.,,. 2 
(в условиях и обозначениях п . 4 предьщущей теоремы). Из этого пред­
ставления следует, в частности, что оба коэффициента ( 211'р(О) и 
211'(р')с(о)) в асимптотическом соотношении п. 4 теоремы 8 зануляются 
одновременно тогда и только тогда, когда р = О, т.е. когда f - /* = О 
п.в. (и сходимости llAn/ - /" 11~ со скоростью o(n-2 ) при n -. оо даже 
в условиях п. 4 предыдущей теоремы не бывает - ер. с предыдущими 
замечаниями об ограниченности диапазона скоростей). 
Для некоторых типов динамических систем (например, системы би­
льярдного типа, системы Аносова) при надлежащем выборе функции 
/, по которой производится усреднение, удаётся получить оценки на 
скорости убывания корреляционных коэффициентов, оказывающиеся 
степенными или экспоненциальными. Теорема из nредьщущего раздела 
с учётом таких частНhlХ случаев убывания {Ьk(f- /*)}k:o приводит нас 
к следующей ниже теореме. Известно13 , что оценки этой теоремы необ­
ратимы, т.е. здесь отсутствует критерий степенной скорости сходимости 
в терминах убывания корреляционных коэффициентов. 
12Леонов В.П. О дисперсии временных средних стационарного случайного процес­
са// ТВП. 1961. Т. 6, № 1. С . 93-101 . 
13Качуровский А. Г. Скорости сходимости в эргодических теоремах// УМН. 1996. 
Т. 51, Nt 4. С. 73-124. 
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Теорема 9 (14]). Пусть корре.11..1щионнuе коэффициенты со стеnен­
ноi1. скоростью стремятся к нулю, т.е. для некоторой положитель­
ной константы С npu всех натуральных n выполнено неравенство 
IЬnU - 1*)1 $ cn--Y . Тогда: 
1. Если О$ 'У< 1, то для всех n 
2. Если/= 1, то д.л.я всех n 
llAnf - !" 11~ $ 111 - 1* ll~n- 1 + 2Cln n + ~ < (llfll~ + 2С) ln n + 1. 
n n 
Если/> 1, томераСТJ-J• абсолютнонеnрерывнаснеnрерывноi1. {неот­
+оо 
рицате.льной) плотностью р; nри этом L Ьk(J - f*) = 27rp(O), т.е. 
k=-oo 
()() 
2ц(О) = 111 - !*11~ + L bk(J - /*) $ 
lkl=l 
()() 
$ lll- 1·11~ + L Clkl_.., $ llfll~ + 2С~, 
lkl=l 
и справедливо асимnтоти-ч.еское соотношение (1), nри-ч.ём: 
З. Если 1 < / < 2, то для всех n ~ 2 
lllAn/- 1•11~ - 27rp(O)n- 1 1 < 2С (-1- + - 1-) (1- .!.) п--У. 1-l 2-1 n 
4. Если/= 2, то для всех n;::: 2 
l 1/Anl - f* 11~ - 2ц(O)n- 1 I < 2С (1n n + 2 + n(n 1_ l)) n-2 • 
5. Если/> 2, то, более того, плотность р меры CТJ-J• неnрерыв­
+оо 
но дutИJеренцируема; при этом 27r(p')c(o) = L lklЬk(J - J•), т.е. 
k=-oo 
()() 
l27r(p')c(O)I $ 2С L k1_.., $ 2С~ . Справедливо асимnтоти-ч.еское co-
k=l 
отношение 
13 
npuчё.w. для всех n ~ 2 
б. Если, более того, коррел..яцv.онные коэффициенты убывают эксnо­
ненциа.11ъно1 т.е. IЬп(!- Г)I $ Ae-Bn для некоторых nолож:ител.ъных 
констант А и В при всех натура.п.ънъ~х n (ч.то эквивалентно анали­
тичности плотности р}, то 
00 2А 2ц(О) = 11! - Г 11~ + L bk(f - f*) $ 11!11~ + еВ _ l' 
lkl=l 
27r(p')c(O) = f lklbk(f - f*), т.е. l27r(p')c(O)I $ (еВ _ l~(~ _ е-В)' 
lkl=l 
и дл.я всех n JllAnf - Гll~ - 2ц(О)п- 1 +27r(p1)c(O)n- 2 J $ 
< 2А "в (1 + 1 . !) e-Bn 
- es-=l еп=1 n n · 
Глава 3. Неравенства, связывающие между собой 
скорости сходимости в эргодических теоремах 
фон Неймана и Биркгофа 
Возможность получения численных оценок скорости сходимости в 
теореме Биркгофа при наличии степенной оценки скорости сходимо­
сти в теореме фон Неймана следует из асимптотических результатов14 
для дискретного времени А.Г. Качуровского и уточняющих их резуль­
татов15 В.Ф. Гапошкина. 
В этой главе переработкой доказательства В.Ф. Гапошкина будет до­
казана теорема 13, уточняющая упомянутые результаты в направлении 
перехода от асимптотических оценок скорости сходимости в терминах 
"О" к алгебраическим неравенствам, дающим численную оценку этой 
скорости. В виде теоремы 14 будет получен также соответствующий 
аналог для случая непрерывного времени. Таким образом, теоремы 13 
и 14 с учётом результатов обсуждавшегося в предыдущих главах позво­
ляют получить численные оценки скорости сходимости в эргодической 
14Качуровский А. Г. Скорости сходимости в эргодических теоремах// УМН. 1996. 
т. 51, Na 4. с. 73-124. 
15Гапошхии В. Ф. Несколько примеров к задаче об Е-уклонениях для стационарных 
последовательностей // ТВП. 2001. Т. 46, Nt 2. С. 370-375. 
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теореме Биркгофа по известному поведению в нуле меры о-,_ J•, либо 
по известной скорости убывания корреляций. 
Теорема 13 ([7J). Пусть для любого натурального n выполнено 
неравенство llAnl - 1· 11~ $ вп-а, где В - некоторая положительная 
константа, а Е {О, 2]. Тогда для любого Е: > О при всех натуральных 
n ~ 2 выполнено неравенство: 
при11.ё..w в зависимости от а: 
Е ( ) ( 21+0 ( 1 ) -Ct 
(1-2-Г)2 1. ели а Е О, 1 , то l{J а, n) = 1" 2_ 0 1 + 0 1 n . 
2. Если а= 1, то ip(a, п) = 8 (l+l g~ n) 2 + 3 . 
Е ( ] ( 1Г 2 1+21 - 0 ) -1 З. ели а Е 1, 2, то ip(a, п) = 8 1 + б ( 1_21-ар n . 
Замечание 5. В условиях предыдущей теоремы при а = 2 для всех 
n ~ 2 справедливо неравенство: >. {sup IAkl - 1·1 > Е:} < вп- 1 Е:-2 • k>n 
Теорема 14. Пусть для любого t > О выполнено неравенство llAtl-
1* 11~ ~ вt-а, где В - некоторая полаж·ител·ьная ко·пстанта, а Е 
(О, 2]. Тогда для любого с; > О при всех t ~ 2 вuполнено неравенство: 
при11.ём в зависимости от а: 
1. Если а Е (О, 1), то ip(a, t) = 1 ~·~: 0 (5 + ~-1 ) t-"'. (1-2-Г)2 
2. Если а= 1, то ip(a, t) = 12(1±logl t) 2+7 • 
Е ( ] ( ( 1Г2 1+21-о ) -1 З. ели а Е 1, 2 , то l{J а, t) = 12 5 + б (l- 21-о)З t · 
Глава 4. Связь полученных результатов с теорией 
стационарных в широком смысле стохастических процессов 
В главе 4 приводятся определения необходимых стохастических про­
цессов (стационарных в узком и широком смысле) и обсуждается взаи­
мосвязь этих процессов с результатами предыдущих глав: оказывается, 
что теоремы 4, 6, 8, 9 и 13 имеют точные аналоги в классе стационарных 
в широком смысле стохастических процессов с дискретным временем. 
В классе стационарных в широком смысле стохастических процессов с 
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непрерывным временем можно привести аналог теоремы 14, а также 
ряда теорем других авторов16 , играющих в случае непрерывного вре­
мени роль аналогичную роли теорем 4, 6, 8, 9 и 13 в случае дискретного 
времеки. 
В кзчестве примера приводится аналог теоремы 6 для стационарных 
в широком смысле процессов. 
Теорема 15 ((4)). Пусть {Xn, n Е Z} - стационарный в шираком 
смысле процесс (с 11:оне'Ч.нt>~М вторt>~М моментом}, EXn = О, F(Л) 
n-1 
сnе11:тральна.я фуюсv,uя, Sn = L Х1с, и пусть а: Е [О, 2). Тогда: 
k=O 
1} Ес.л.и для не11:оторой положительной 11:онстанты А при всех д Е 
{О, 7r] выполняется неравенство F(д) - F(-д) ~ Ад", то для любого 
натурального п 
при а: Е [О 1) : D S < А11"" (-2-n2-a + _1_п1-а - (-2-+ 
' n 2-а 1-а 2-а 
+-1- _ 2) _ п-") < A7r"(-2-n2-a + _1_п1-а)· 
1-а 2-а 1-а ' 
при а:= 1: DSn < А11"(2п + lnn- п-1 ) < А7r(2п + lnn); 
при Ct Е {1,2): DSn < А11"0 ( 2~0 п2-а + {4- 2~0 + 0~ 1 )-
-(2 + _l_)nl-a - п-") < tA11"" (-2-п2-а + (4 - _2_ + _1_)). а-1 2-а 2-а а-1 
2} Ес.л.и для не11:оторой положительной 11:онстанты В при всех на­
туральных п выполняется неравенство D Sn $ Bn2-a, то для любого 
д Е {О, 7r] 
F(д) - F(-д) ~ Сд2-0 , 
{ 
2-n д с _ тВ, О $ а:< 1 г е - 2-о ;н.В, 1~а:<2 
при'Ч.ём 11:онстанта С неулу"Чшаема в том смысле, "Что её нельзя 
уменьшить. 
Аналог теоремы при а:= 2 не имеет места, ни с ка?СUМи ?Wнстан­
тами, а степенного убывания DSn (слу'Ч.ай а> 2} при Xn ф. О просто 
не бывает. 
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